1.
Ряд Фурье:
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Ak — амплитуда k-го гармонического колебания,
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  — круговая частота гармонического колебания,

θk — начальная фаза k-го колебания,

[image: image3.bmp] — k-я комплексная амплитуда
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Скалярное произведение и ортогональность

Пусть φn, φm — две функции пространства[image: image5.png]


. Определим их скалярное произведение
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Условие ортогональности
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где δnm — символ Кронекера. Таким образом, скалярное произведение ортогональных функций равно квадрату нормы функции при n = m или нулю в противном случае.

Следующее наблюдение является ключевым в теории рядов Фурье: функции вида sin(kx), cos(kx) попарно ортогональны относительно этого скалярного произведения, то есть при всех целых неотрицательных [image: image8.png]k#1




[image: image9.png]]sin(lcx) sin(le)de = ]cos(lcx) cos(le)da = 0




и при всех целых неотрицательных k, l
[image: image10.png]] cos(kz) sin(lz)dz = 0




Ещё одно важное свойство состоит в том, что тригонометрическая система функций является базисом в пространстве L2[0,2π]. Иными словами, если некоторая функция из этого пространства ортогональна всем функциям вида , [image: image11.png]cos(kx),sin(kx),k € Z



 то она тождественно равна нулю (если точнее, то равна нулю почти всюду).
Условие ортогональности
Последовательность функций [image: image12.png]@ (X)), P, (%),

L@, (X)),



  непрерывных на отрезке [a,b], называется ортогональной системой функции на отрезке [a,b], если все функции последовательности попарно ортогональны на этом отрезке, т. е. если
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 Система называется ортогональной и нормированной (ортонормированной) на отрезке [a,b],

если выполняется условие 
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Тригонометрическим рядом Фурье функции[image: image15.png]


  называют функциональный ряд вида
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( т.е. [image: image18.png]- % jf(x)dx



 )
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Числа a0, an и bn ([image: image20.png]


) называются коэффициентами Фурье функции f. Формулы для них можно объяснить следующим образом. Предположим, мы хотим представить функцию [image: image21.png]f € Ly([0, 27])



 в виде ряда (1), и нам надо определить неизвестные коэффициенты a0, an и bn. Если умножить правую часть (1) на cos(kx) и проинтегрировать по промежутку [ − π,π], благодаря ортогональности в правой части все слагаемые обратятся в нуль, кроме одного. Из полученного равенства легко выражается коэффициент ak. Аналогично для bk
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