21.Решение уравнения Лапласа для круга. Формула Пуассона.
Найти функцию U, удовлетворяющую уравнению:

	 
	
	(1)


и граничному условию

	 
	[image: image1.png]U(Ro)=u(o)



на границе круга,
	(2)


где [image: image2.png]p(@)



-заданная функция, [image: image3.png]


-полярный угол.

[image: image4.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag356.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image5.png]


.

Введем полярную систему координат [image: image6.png](0. 9)



с началом в центре круга.

[image: image7.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag359.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image8.png]{ pos@
y=psing



-полярные координаты.

Уравнение (1) в полярных координатах имеет вид

	[image: image9.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag360.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image10.png]A
U

Ex



.
	(3)


Решим уравнение методом разделения переменных, то есть будем искать частное решение уравнения (1), вида

[image: image11.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1268.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image12.png]Ulp, ¢)=Plp)@(p) =0



.

Подставляя предполагаемую форму решения в уравнение (3), получим

[image: image13.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1269.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image14.png]8T = P+ P (o)50) +%P<p>®"<<p> -0
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P )
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Отсюда получим два обыкновенных дифференциальных уравнения:

	[image: image15.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag362.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image16.png]PPN =AR). PO,

(@) =-A @), S0




	(4)

(5)


Определим знак [image: image17.png]


:

1 случай Пусть [image: image18.png]A <0,



например [image: image19.png]



Рассмотрим уравнение (5)

[image: image20.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1271.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image21.png]' (p)=4"®(p)




Характеристическое уравнение имеет вид

[image: image22.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag366.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image23.png]



[image: image24.png]B(p) = Ae* + B



-это решение не подходит, так как при изменении угла [image: image25.png]


на величину [image: image26.png]


однозначная функция [image: image27.png]Ulp,9)



должна вернуться к исходному значению [image: image28.png]Ulp,p+2r)=Ulp.¢)



(условие периодичности).

Отсюда следует, что [image: image29.png]Plp+2r)=P(p),



то есть [image: image30.png]P(p)



является периодической функцией

угла [image: image31.png]


с периодом [image: image32.png]


.

2 случай Пусть [image: image33.png]


, тогда

[image: image34.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag373.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image35.png]



[image: image36.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag374.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image37.png]P(p)= Ap+ B



-это решение подходит для уравнения (5) системы при условии, что A=0.

Рассмотрим уравнение (4) системы:

[image: image38.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1272.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image39.png]



Пусть [image: image40.png]


тогда:

[image: image41.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1274.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image42.png]relo
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Таким образом получаем : [image: image43.png]U=Clnp+ D



-решение уравнения в общем случае.

3 случай Пусть [image: image44.png]A >0,



например [image: image45.png]



Решение уравнения (5):

[image: image46.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag382.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image47.png]& (p)= Acosgp+ Bsingg,



причем [image: image48.png]


.

Рассмотрим уравнение (4) системы:

[image: image49.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1278.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image50.png]a2 [P"(ﬁ)"%P(ﬁ)]:qZP(ﬁ)




Функцию [image: image51.png]P(p)



будем искать в виде [image: image52.png]Plp)=p"




Подставим [image: image53.png]Plp)=p



в уравнение (4):

[image: image54.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1280.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image55.png]2 (ala=1)p" +ap™?)= "




[image: image56.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1281.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image57.png]



Следовательно, [image: image58.png]P(p)=Cp?+Dp™9



- решение уравнения, где C и D –постоянные.

Для решения внутренней задачи надо положить [image: image59.png]Ppy=Cg



, так как, если [image: image60.png]D=0



, то

функция [image: image61.png]Ulp,p)=Pp)2(p)



обращается в бесконечность при [image: image62.png]


и не является

гармонической функцией внутри круга. Итак, частные решения нашей задачи найдены:

[image: image63.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1287.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image64.png]U(p. @) = (Acos gp+ Bsingp)- Cp°



,

	[image: image65.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1288.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image66.png]U(p,q;):%+é(aﬂ cosnp+ Bysinng) o



-вид общего решения.
	(6)


Удовлетворим краевому условию:

[image: image67.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1289.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image68.png]4 +Z(A,, cos g+ B sinng)R" = (@)

-




Считая, что [image: image69.png]


задана как функция угла [image: image70.png]


, возьмем ее разложение в ряд Фурье

[image: image71.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1290.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image72.png]He)= % +i (4, cosng+B, sin ng),
=



где

[image: image73.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1291.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image74.png]4= [ u(8)cosnaas,
L

1
B ! 1(8)sin nfd8.





Подставляя выражения для коэффициентов Фурье в формулу (6) и меняя порядок суммирования и интегрирования, получим

	[image: image75.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1292.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image76.png]© 2x
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	(8)


Произведем следующие тождественные преобразования:

[image: image77.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1293.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image78.png]%+§[gj cosn(gp— B)=
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[image: image79.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag1294.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image80.png]RI-2pRcos(p-8)+
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Подставляя полученный результат в равенство (8), получаем

[image: image81.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag402.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image82.png]1% R
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-интегральная формула, дающая решение задачи.

[image: image83.png]




 INCLUDEPICTURE "http://de.ifmo.ru/--books/0051/3/3_2/3_pict_2/Imag403.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image84.png]R-p*
—2Rpcos(p—8)




-ядро Дирихле.

