ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В ПРОСТРАНСТВЕ И НА ПЛОСКОСТИ

В зависимости от конфигурации области, в которой решается задача, удобно решать уравнения эллиптического типа в различных системах координат. При этом оператор Лапласа в разных системах координат выглядит по-разному. 

Введем выражения для оператора Лапласа в разных системах координат.

Рассмотрим 2x -мерный случай:

Декартова система координат   u(x, y):   
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Полярная система координат   u(r, φ):        
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Рассмотрим 3x -мерный случай:

Декартова система координат   u(x,y,z): 
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Цилиндрическая система координат   u(r, φ, z): 
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Сферическая система координат   u(r, φ, θ):
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Некоторые частные решения уравнения Лапласа. 

Большой интерес представляют решения уравнения Лапласа,обладающие сферической или цилиндрической симметрией, т.е. зависящие только от одной переменой r.

Решение уравнения Лапласа  u = U(r), обладающее сферической симметрией, будет определяться из обыкновенного дифференциального уравнения:  [image: image6.png]4 24,
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где С, С1 , С2- произвольные постоянные. Полагая, например, С1 = 1, С = 0, получаем функцию: , [image: image9.png]


 которую часто называют фундаментальным решением уравнения Лапласа в пространстве. Данная функция U0(r) удовлетворяет уравнению  всюду, кроме точки r = 0, где она обращается в бесконечность.

Аналогично, полагая u = U(r) и пользуясь уравнением (1), найдем решение, обладающее цилиндрической или круговой симметрией (в случае двух независимых переменных), таким образом:     [image: image10.png]
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    U(r) = C1ln r + C2.   

Выбирая С1= -1 и С2 = 0, будем иметь:  . Функцию U0 (r) часто называют фундаментальным решением уравнения Лапласа на плоскости (для двух независимых переменных). Данная функция U0 (r) удовлетворяет уравнению Лапласа всюду, кроме точки r = 0, где она обращается в (положительную ) бесконечность.
