Комплексная запись

Часто при работе с рядами Фурье бывает удобнее в качестве базиса использовать вместо синусов и косинусов экспоненты мнимого аргумента. Мы рассматриваем пространство  [image: image1.png]L*([-=, x|, C)



комплекснозначных функций со скалярным произведением

. [image: image2.png](£.9) = [ Fla)gleyn




Мы также рассматриваем систему функций

[image: image3.png]e = cos(kz) + isin(kz),k € Z




Как и прежде, эти функции являются попарно ортогональными и образуют полную систему, и, таким образом, любая функция [image: image4.png]f € L*([-m, «], C)



  может быть разложена по ним в ряд Фурье:

[image: image5.png]



где ряд в правой части сходится к f по норме в[image: image6.png]f € L*([-m, «], C)



 . Здесь

. [image: image7.png]fu= g [ et



 

Коэффициенты :  связаны с классическими коэффициентами Фурье по следующим формулам:
[image: image8.png]fir. = (ar +1b)/2,k > 0




[image: image9.png]fo = ag/2




[image: image10.png]fr = (a — b)) /2,k < 0




[image: image11.png]ap





[image: image12.png]be = —i(fe — i), k>0




Комплексная функция вещественной переменной раскладывается в такой же ряд Фурье по мнимым экспонентам, как и вещественная, но, в отличие от последней, для её разложения [image: image13.bmp]  и  [image: image14.bmp] не будут, вообще говоря, комплексно сопряженными.
Преобразование Фурье — операция, сопоставляющая функции вещественной переменной другую функцию вещественной переменной. Эта новая функция описывает коэффициенты («амплитуды») при разложении исходной функции на элементарные составляющие — гармонические колебания с разными частотами.

Преобразование Фурье функции f вещественной переменной является интегральным преобразованием и задается следующей формулой:
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Свойства
Преобразование Фурье является линейным оператором:
[image: image16.png](af + Bg) = of + B4




Справедливо равенство Парсеваля: если [image: image17.png]f e Li(R)N Ly(R)



, то преобразование Фурье сохраняет L2-норму:
[image: image18.png]!ﬂ @) dz :j\ﬂw)\?dw.




Формула обращения:
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справедлива, если интеграл в правой части имеет смысл. В частности, это верно, если функция f является достаточно гладкой. Если [image: image20.png]


, то формула также верна, поскольку равенство Парсеваля позволяет придать интегралу в правой части смысл с помощью предельного перехода.

Эта формула объясняет физический смысл преобразования Фурье: правая часть — (бесконечная) сумма гармонических колебаний eiωx с частотами ω, амплитудами [image: image21.png]1 -
ﬁ\f(w)\



  и фазовыми сдвигами [image: image22.png]arg f(w)



 соответственно.

Теорема о свертке: если [image: image23.png]f. g € Li(R)



, тогда
[image: image24.png](f+g)=

V2r fg




[image: image25.png](Fo)0)= [ fit=s)gls)ds.




Преобразование Фурье и дифференцирование. Если[image: image26.png]


 , то
[image: image27.png]



Из этой формулы легко выводится формула для n-й производной:

[image: image28.png](f®)) = (iw)"f.




Формулы верны и в случае обобщённых функций.

Преобразование Фурье и сдвиг.
[image: image29.png]flx — 20) = e f(w).




Преобразование Фурье и растяжение.
[image: image30.png]flaz) = |a| ™ f(w/a).




Преобразование Фурье обобщённых функций. Преобразование Фурье можно определить для широкого класса обобщённых функций. Определим вначале пространство гладких быстро убывающих функций (пространство Шварца):
[image: image31.png]S(R) := {g& € C®(R):Vn, m € Na"p™ (z)ﬂn} .




