Линейность

Есть линейные и нелинейные уравнения. Линейное уравнение представимо в виде линейной комбинации производных от неизвестных функций. Коэффициенты при этом могут быть либо постоянными, либо известными функциями.
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Однородность

Уравнение является неоднородным, если есть слагаемое, не зависящее от неизвестных функций. (уравнение выше однородное)

Автономные первые интегралы системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

x′ = f(x) 
(2)

(здесь f = (f1, ..., fn): D(f) → Rn) и только они являются решениями уравнения . Таким образом, траектории системы  являются линиями уровня интегральной поверхности уравнения . Эти траектории называются характеристиками уравнения
Пе́рвый интегра́л системы обыкновенных дифференциальных уравнений
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— дифференцируемая функция [image: image3.png]


 такая, что её производная по направлению векторного поля [image: image4.png]
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для всех x из области U. Другими словами, функция f постоянна на любом решении системы, содержащемся в области U.

Первые интегралы используются при изучении автономных систем дифференциальных уравнений и решении дифференциальных уравнений в частных производных.

Рассмотрим последовательность задач Коши (зависящую от n) для уравнения Лапласа:
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с начальными условиями:
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где n — целое. Производная от функции u по переменной y равномерно стремится к 0 по x при возрастании n , однако решением уравнения является
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Решение стремится к бесконечности, если nx не кратно π для любого ненулевого значения y. задача Коши для уравнения Лапласа называется плохо поставленной или некорректной, так как нет непрерывной зависимости решения от начальных данных.

В линейном случае, как уже отмечалось, характеристики являются линиями уровня интегральных поверхностей. В квазилинейном случае дело обстоит несколько иначе. А именно, интегральные поверхности квазилинейного уравнения в некотором смысле целиком "склеены" из характеристик. Точнее, это утверждение выглядит так: через каждую точку интегральной поверхности проходит целиком лежащая в ней характеристика (см. рис. 2). Действительно, Пусть S = {(x, u(x)): x ∈ D} — интегральная поверхность уравнения (3), (x0, u0) ∈ S. Пусть φ(t) — решение задачи Коши 

x′ = f[x, u(x)],

x(t0) = x0.

Из вышеизложенного видно, что отыскание общего решения линейного однородного дифференциального уравнения сводится к нахождению его фундаментальной системы решений.

  Однако, даже для уравнения второго порядка, если коэффициенты р зависят от х, эта задача не может быть решена в общем виде.

  Тем не менее, если известно одно ненулевое частное решение, то задача может быть решена.
